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Gorbek es feluletek a geometriai modellezesben
A szamtogeppel segtett geometriai tervezes (Computer Aided Geometric
Design { CAGD) els}osorban gorbek es feluletek modellezesevel foglalkozik,
amibe beletartozik ezen objektumok lerasa, tulajdonsagainak vizsgalata es
alakjuk modostasa is. A projekt megvalostasa soran mindharom teruleten
ertunk el eredmenyeket. A beszamolot ezen teruleteknek megfelel}oen tagol-
tuk.




Fj : [a; b]! R; u 2 [a; b]  R;dj 2 R;   2 (1)
alakbanrjuk le, ahol a dj pontokat kontrollpontnak, az }oket osszekot}o torott-
vonalat kontrollpoligonnak, az Fj fuggvenyeket pedig bazisfuggvenyeknek ne-
vezzuk. A feluleteket az (1) gorbek felhasznalasaval




j=0 Fi (u)Gj (v)dij
Fi : [a; b]! R; u 2 [a; b]  R;
Gj : [c; d]! R; v 2 [c; d]  R;dij 2 R3
(2)
alakban rjuk le, ahol a dij pontokat kontrollpontnak, a bel}oluk kepzett po-
ligonhalot kontrollhalonak, az Fi es Gj fuggvenyeket bazisfuggvenyeknek ne-
vezzuk. (Az Fi es Gj fuggvenyek lehetnek kulonboz}oek is, de a gyakorlatban
szinte mindig megegyeznek.)
A fenti alakban el}oalltott gorbek (feluletek) kozul a Bernstein-
polinomokkal el}oalltott Bezier-gorbek (feluletek), valamint a normalizalt B-
spline alapfuggvenyekkel el}oalltott B-spline gorbek (feluletek) a legismerteb-
bek.
Alakmodostas
A normalizalt B-spline alapfuggveny ertelmezesehez az ertelmezesi tar-
tomanyt reszintervallumokra kell bontani es az alapfuggvenyeket eze-
ken ertelmezzuk. Az ertelmezesi tartomanyon felvett osztopontokat
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csomoertekeknek nevezzuk. Ha az (1) gorbe, illetve a (2) felulet vala-
mely meghatarozo adatat megvaltoztatjuk, akkor termeszetesen megvaltozik
a gorbe alakja is. A gorbe (felulet) valamely meghatarozo adatanak
folytonos valtoztatasa soran a gorbe (felulet) pontjai altal lert gorbeket
palyagorbeknek nevezzuk. Egyetlen csomoertek valtoztatasakor fellep}o
alakmodosulassal mar korabban foglalkoztunk, a gorbekre es feluletekre vo-
natkozo alaperedmenyeket mar publikaltuk.
A projekt megvalostasa soran azokat a palyagorbeket is vizsgaltuk,
amelyeket ket csomoertek szimmetrikus valtoztatasakor rnak le a B-spline
gorbek pontjai [1], [2]. A B-spline feluletek csomoertekeinek valtoztatasakor
kapott palyagorbek kiterjeszteser}ol, valamint a feluletek egy, illetve ket
csomoertekenek valtoztatasakor kapott feluletseregek burkolofeluleteir}ol a [7]
cikkunk jelent meg.
Az is celunk volt, hogy a csomoertekek valtoztatasakor fellep}o
alakmodosulasrol szerzett ismereteink alapjan olyan, a gyakorlatban is
hasznalhato eljarasokat dolgozzunk ki, amelyek gorbek, illetve feluletek el}ort
(valamilyen geometriai kenyszert kielegt}o, pl. adott ponton athalado, adott
egyenest erint}o) alakmodostasat teszik lehet}ove. A [3] konferencian harmad-
foku B-spline gorbek gorbuletet gyelembe vev}o alakmodostasaval kapcsola-
tos eredmenyeinkr}ol tartottunk el}oadast. A B-spline gorbek csomoertekenek
valtoztatasaval kapcsolatos eredmenyeinket feluletekre altalanostottuk,
praktikus, a CAD rendszerek felhasznalo altal is hasznalhato alakmodosto
eljarasokat dolgoztunk ki, amivel csak csomoertekek valtoztatasaval a felulet
adott pontjat, illetve adott parametervonalat el}ore megadott helyzetbe tud-
juk mozgatni (a termeszetes korlatok adta keretek kozott), lasd [9].
Gorbek es feluletek kontrollpontokkal valo lerasakor hasznalt
bazisfuggvenyek tobbsege polinomialis vagy racionalis fuggveny, azon-
ban az utobbi id}oben szamos olyan bazist is publikaltak, amelyek a
polinomok mellet a trigonometrikus es/vagy a hiperbolikus fuggvenyeket
is magukba foglaljak. Ilyen a C-Bezier, C-B-spline (sin (u) ; cos (u)); a
H-Bezier, H-B-spline (sinh (u) ; cosh(u)), valamint a mindkett}ot magaba
foglalo bazisra epul}o F-B-spline gorbe es felulet. A C-Bezier es C-B-spline
gorbek palyagorbeinek geometriai tulajdonsagait vizsgaljuk a [8] cikkben,
a [16] cikkben pedig az F-B-spline gorbek alakjanak modostasat vizsgaltuk,
megadva a palyagorbeket es azok geometriai tulajdonsagait. Mindegyik
esetben kitertunk a geometriai kenyszereket kielegt}o alakmodostasok
lehet}osegere is.
A polinomialis bazisfuggvenyek egy mas tpusu altalanostasa, ami-
kor a bazisfuggvenyekbe ugynevezett alakparametereket eptenek be abbol
a celbol, hogy valtozatosabb alaku gorbeket lehessen lerni az adott
bazisfuggvenyekkel. Ezek a parameterek globalisan vagy lokalisan be-
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folyasoljak a gorbe alakjat anelkul, hogy egyeb denialo adataikon
valtoztatnank. Az ezekkel foglalkozo publikaciok tobbsege azonban nem
tisztazza az alakparameter geometriai hatasat, illetve azt, hogy ezek
segtsegevel elerhet}o-e kenyszeres alakmodostas. A geometriai hatasokat
egyreszt konkret polinomialis gorbekre is vizsgaltuk, masreszt pedig olyan
altalanos lerasi modot (
"
linear blending") sikerult talalnunk ezekre a
gorbetpusokra, mely egysegesen tudja kezelni az alakparameterekkel ren-
delkez}o gorbek szeles osztalyat [13], [14], [19]. Ezt a technikat alkalmaztuk
alakparameterrel rendelkez}o interpolalo gorbekre is, lasd [18].
Gorbeinterpolacio soran abbol indulunk ki, hogy adottak az inter-
polalando pontok, valamint a hozzajuk rendelt egymastol kulonboz}o pa-
rameterertekek (csomoertekek); es keressuk azt az (1) alakban felrhato
gorbet, amely az adott csomoerteknel a hozzarendelt ponton megy at. Itt is
felmerul a kerdes, hogy hogyan valtozik a gorbe alakja, mik lesznek a gorbe
pontjainak palyagorbei, ha valamelyik csomoerteket valtoztatjuk. Ezen a
teruleten a legtobb eredmenyt harmadfoku polinomialis interpolacioval kap-
csolatban ertunk el, ahol interaktv alakmodosto eljarast is sikerult kidol-
gozni a csomoertek valtoztatasara eptve. Ehhez kapcsolodo publikacioink:
[5], [10], [15].
Gorbek es feluletek tulajdonsagai
Az (1) alakban el}oalltott gorbek szingularitasainak (inexio, csucspont,
onmetszespont) vizsgalataval is foglalkoztunk. Harmadrend}u polinomialis
es racionalis gorbekre mar voltak ismert eljarasok a szingularis pontok meg-
talalasara. Mi tetsz}oleges bazisfuggvenyek eseten geometriailag szepen in-
terpretalhato eredmenyekre jutottunk, mely segtsegevel a kontrollpontok
helyzete alapjan automatikusan detektalhatok (szukseg eseten interaktvan
biztosthatok) a szingularitasok. Ehhez kapcsolodo publikaciok a [4] konfe-
rencia el}oadas es a [6] cikk. A vizsgalatokat kiterjesztettuk az (1) gorbek
torziojanak elt}unesere, mely eredmenyeit a [11] cikkben kozoltuk.
M}uszaki alkalmazasaik miatt fontos szerepet jatszanak a vonalfeluletek.
A kontrollpontok helyzeten alapulo szukseges es elegseges feltetelt adtunk
arra, hogy egy Bezier-felulet parametervonalai egyenesek legyenek [17]. Erre




Az utobbi nehany evben, els}osorban a haromdimenzios szkennerek megje-
lenesevel, megn}ott a jelent}osege a rendezetlen adatok modellezesenek, ami-
kor is feluletet kell illesztenunk tobb ezer vagy tzezer pontbol allo
"
pont-
felh}ore" ugy, hogy a pontok koordinatain kvul mas informacionk nincs.
A manapsag hasznalatos feluletinterpolacios eljarasok tulnyomo tobbsege
negyszog topologiaju pontracsra tud feluletet illeszteni. Ezert a standardnak
tekinthet}o eljaras az, hogy a pontfelh}ore haromszoghalot illesztenek, majd
a haromszoghalobol negyszoghalot alltanak el}o, ami mar alkalmas input az
feluletinterpolaciohoz. Celunk az volt, hogy a kozbuls}o lepes kihagyasaval
kozvetlenul negyszoghalot illesszunk a pontfelh}ore. Eredeti tervunk az volt,
hogy ontanulo mesterseges neuralis halozatokkal oldjuk meg a feladatot,
masok altal publikalt skbeli algoritmusok tovabbfejlesztesevel. Hosszas imp-
lementalasi kserletek utan kiderult, hogy ez nem jarhato ut, gy mas meg-
oldast kerestunk { ezert kellett kernunk a palyazat 2008 evi lezarasanak
lehet}oseget. Egy Monte Carlo modszert dolgoztunk ki a feladat meg-
oldasara. Azt feltetelezzuk, hogy a pontfelh}ot es annak topologikus grafjat
(skeleton) ismerjuk (a skelton letrehozasara szamos ismert eljaras letezik).
Az algoritmus f}o lepesei: topologikus graf kore egy durva negyszoghalot
eptunk, a halot nomtjuk, majd a nomtott negyszoghalot fokozatosan ki-
fesztjuk a pontfelh}ore. Eljarasunkkal onmetszest nem tartalmazo, viszonylag
komplex topologiaju (elagazasokat, hurkokat tartalmazo) pontfelh}ohoz lehet
negyszoghalot letrehozni. Eredmenyunkr}ol a [20] konferencian szamoltunk
be.
Gorbek es feluletek lerasa
A legfeljebb n-edfoku trigonometrikus polinomok tereben uj, ugynevezett
ciklikus bazist adtunk meg, mely zart gorbek es feluletek (1), illetve (2)
alakban valo lerasat teszi lehet}ove ugy, hogy barmely pontban tetsz}olegesen
sokszor folytonosan dierencialhato. A ciklikus gorbe (felulet) a kontroll-
pontok ciklikus permutaciojaval szemben invarians, a kontrollpontok an
transzformaciojara nezve zart, a gorbe (felulet) kontrollpontjainak konvex
burkaban van. Zart formulat adtunk a fokszamnovelesre (n! n+ r, r  1),
valamint bebizonytottuk a ciklikus gorbe hullamzascsokkent}o (variation di-
minishing) tulajdonsagat [21]. A ciklikus gorbekkel (feluletekkel) olyan is-
mert zart gorbeket (feluleteket) lehet lerni, mint az ellipszis (kor), epi- es
hipociklois, Lissajous-gorbe, toruszcsomo, foliumok, illetve ciklikus gorbek
megforgatasaval kapott zart feluletek (pl. gomb, torusz), vagy az egyoldalu
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Steiner-fele felulet. A ciklikus bazis elmeleti erdekessege az, hogy a gorbek es
feluletek kontrollponttal valo lerasahoz szukseges kedvez}o tulajdonsagokkal
rendelkezik, ugyanakkor a jelenleg legelterjedtebb bazisokkal szemben nem
totalisan pozitv.
Osszegzes
A projekt megvalostasa soran 21 publikacio szuletett, ebb}ol 13 folyoiratcikk.
A folyoiratcikkek kozul 7 impakt faktoros folyoiratban - ebb}ol harom a szak-
terulet egyik legrangosabb folyoirataban a Computer Aided Geometric De-
signban - jelent meg, ezek osszestett impakt faktora 7; 302.
A projekt negy eve soran uj kutatoi kapcsolatok is kialakultak, ezert
tobb publikacioban a szerz}ok kozott a projekt resztvev}oi mellett mas
tarsszer}ok (knai, magyar, osztrak) is megjelentek. Ezek az egyuttm}ukodesek
termeszetesen segtettek a celok megvalostasat.
Eredmenyeinkr}ol az alabb felsorolt publikaciokon kvul meghvott
el}oadokent tobb egyetemen is beszamolhattunk: Ausztriaban (Johannes
Kepler Universitat, Linz), Hollandiaban (Delft University of Technology),
Horvatorszagban (University of Split, Technical Univeristy of Zagreb) es
Knaban (Zhejiang University, Dianzi University, Forestry University of
Lin'an, Univeristy of Shaoxing, Zhejiang University of Technology, Jiaxing
University).
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